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O contexto da abertura possibilita um trabalho interdisciplinar com a area
de Ciéncias da Natureza e suas Tecnologias, associado aos TCTs Ciéncia e
Tecnologia e Educacao Ambiental. E possivel tratar dos nimeros complexos

Conjunto dos
numeros complexos

e sua aplicacdo em Engenharia elétrica como em circuitos de corrente alternada
para calcular impedancias, em transformadores e motores elétricos para modelar e
analisar o comportamento eletromagnético, incluindo perdas e eficiéncia.

Vd

CAPITULO

A energia elétrica que é produzida em hidrelétricas, ou usinas edlicas, por exemplo, é enviada
por linhas de transmissdo até subestaces de transmissado, depois passa por subestacdes de distri-
buicdo, fiacdo dos postes e, por fim, chega a residéncias, estabelecimentos comerciais etc.

Além disso, no Brasil a energia elétrica é transmitida por esse caminho através de correntes alter-
nadas, e empresas de distribuicdo de energia garantem a qualidade do servico monitorando essas
correntes, com o aux|||o de nimeros Comp|exos Aproveite o Mapa interativo: Usinas elétricas no Brasil

para realizar uma conversa acerca de energias limpas e de fontes renovaveis, possiveis impactos ambientais como perda da biodiversidade,
mudancas nos ecossistemas aquaticos e terrestres, alteracdes no microclima da regido que afetem a fauna ou a flora etc.
" ﬁ..

-t -

-

Usina hidrelétrica de Itaipu,
z . Além da teoria: 1. R + L em Foz do Iguagu, no estado
Além da teoria em da teoria: 1. Resposta pessoa do Parana. Foto de 2022.

1. Que empresa faz a distribuicdo de energia elétrica em sua cidade? Ela
distribui energia elétrica produzida em que usina?

2. Pesquise quais sdo as principais fontes de energia renovavel e verifique se
ha projetos viaveis de aplicacdo desse tipo de energia em sua cidade ou
regidao. Depois, converse com os colegas acerca da importancia de fontes de
energia limpa.

OBJETO DIGITAL JiYETsE!

clicavel: Usinas elétricas
no Brasil

2. Resposta pessoal.
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Sugerimos a
leitura do livro
de Alex Bellos,
Alex através do
espelho: como
a vida reflete os
ndmeros e como
0s numeros
refletem a vida.
Nesse livro, por
meio de uma
historia ficticia
envolvendo o
personagem
principal Bellos,
o autor explora
diferentes
conceitos
matematicos,
como os nimeros
complexos.
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1. Numero complexo

A descoberta do nimero como abstracado de quantidades observadas no cotidiano foi
o primeiro e, talvez, o mais importante feito matematico da humanidade. Houve uma
longa e ardua caminhada desde os nimeros naturais até os ndmeros reais. Mas seriam
os ndmeros reais o Ultimo estagio na escalada do conceito de nimero?

Neste capitulo ampliaremos o conceito de nimero para além dos reais, definindo os
nimeros complexos.

A insuficiéncia dos nimeros reais se revela na radiciagdo: ndo existem, em IR, raizes
quadradas, quartas, sextas, ... de nimeros negativos. Para que a radiciacdo seja sempre
possivel, os matematicos ampliaram o conceito de nimero, definindo o nimero i, ndo
real, chamado de unidade imaginaria, e que satisfaz a seguinte condicéo:

=-1

A partir da unidade imaginaria, define-se:

Numero complexo é todo nimero da forma a + bi, em que a e b sdo nimeros
reais, e i € a unidade imaginaria.

Exemplos

a. 5-2i

b. 7+ V2i

c. 3i

d. 0i (que é igual a zero)

O conjunto dos nimeros complexos é indicado por C, isto é:
C = {a + bi, com a e b reais}

Com os nimeros complexos é possivel definir raiz de indice par e radicando
negativo, pois poténcias de nimeros complexos com expoente par podem ser ne-
gativas. Por exemplo:

Gi)=3*¥=9-(-1)=-9

Assim, 3i é uma raiz quadrada de —9.

Forma algébrica de um nimero complexo

A expressao a + bi, com {a, b} C R, é chamada de forma algébrica do nimero com-
plexo, em que a é a parte real e b é a parte imaginaria.
Exemplos

a. No nimero complexo 5 + 4i, a parte real é 5 e a parte imaginaria é 4.

Todo numero complexo cuja parte imaginaria é diferente de zero é chamado
de nimero imaginario.

b. No nimero complexo 7i, que pode ser representado por 0 + 7i, a parte real
€ 0 (zero) e a parte imaginaria é 7.

Todo nimero complexo cuja parte real é zero e a parte imaginaria é diferente
de zero é chamado de nimero imaginario puro.

¢. No nimero complexo 9, que pode ser representado por 9 + 0i, a parte real € 9 e

a parte imaginaria é zero.

Reprodugdo proibida. Art. 184 do Cédigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.



Todo nimero complexo com parte imaginaria
zero é um numero real. Note, portanto, que
todo nimero real a é também, um ndmero
complexo, pois pode ser representado por a + Oi.
Assim, temos que R C C, como representado no
diagrama.

FAUSTINO/ARQUIVO DA EDITORA

EXERCICIOS RESOLVIDOS

1. Determine x, com x € R, de modo que o nimero
complexo 8 + (3x — 6)i seja real.

Resolucao

a. 0 nimero k* — 4 + (k — 2)i é imaginario se, e
somente se, a parte imaginaria é diferente de

Resolucao e
zero, isto é:

O nimero 8 + (3x — 6)i é real se, e somente se, a

parte imaginaria é zero, isto é:
3x-6=0

Assim, concluimos que x = 2.

. Obtenha k, com k € R, de modo que o nimero

complexo k* — 4 + (k= 2)i seja:
a. imaginario.

b. imaginario puro.

k—2+#0
Assim, concluimos que k # 2.

b. O nGmero k* — 4 + (k— 2)i & imaginario puro se,
e somente se, a parte real é zero e a parte ima-
ginaria é diferente de zero, isto é:

K -4 =0 {kziz
=
k=2 # 0 k # 2

Assim, concluimos que k= —2.
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Igualdade entre nimeros complexos

Dois nimeros complexos a + bi e c+ di, com {a, b, ¢, d} CIR, sdo iguais se, e somen-
te se, suas partes reais sdo iguais e suas partes imaginarias sao iguais.
Ou seja:

a+bi=c+di©{z_

EXERCICIO RESOLVIDO )

3. Determine os ndmeros reais x e ytais que 2x+ y+ 5i =6 + (x + p)i.

|
Q N

Resolucao

Dois nimeros complexos sao iguais se, e somente se, suas partes reais sao iguais e
suas partes imaginarias sao iguais, ou seja:

2x+y = 6 N y = 6-2x (1)
x+y =25 x+y =5 (2
Substituindo (1) em (2), obtemos: x4+ 6 —2x=5= x=1

Substituindo x por 1 na equacao (1), obtemos: y=6-2-1=>y==4
\ J

Numeros complexos conjugados

O ndmero complexo a + bi é o conjugado do nimero complexo ¢ + di, com
{a, b, ¢, d} CR, se, e somente se, suas partes reais forem iguais e suas partes imaginarias
forem opostas.
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Ou seja:
a=c¢c

a+biéconjugadodec+di©{b _ 4

Indicando por zum ndmero complexo, o conjugado de z sera indicado por Z.

Exemplos

. Oconjugadode z=8 + 4ié Z = 8 — 4i.

. O conjugadodez=5-91éz=5+09i.
O conjugado de z=10i é Z = -10i.

. O conjugadode z=3é 7 =3.

o n T o

EXERCiCIOS PRO POSTOS Faca os exercicios no caderno.

1

. Classifique em verdadeira ou falsa cada uma das afir- | 2. Determine os valores reais de x para que o nimero
macoes. ‘ ’  1.averdadeira complexo (¥* — 9) + (x— 3)i seja:
a. Todo numero real € também nimero complexo. a. real; 2.a.x=3
b. Todo nimero complexo é também ndmero real. b. imaginario; 2.b.x #3
1. b. falsa
. CNR=g 1.c.falsa . imaginario puro. 2.c.x=-3
) 1. d. verdadeira
d. €~R={z| z= g+ bi.com{a b} CRe b#0} 3. Dadaaigualdade 2a+ (a+ 2)i=(b— a) + bi, determine
e. O conjugado do nimero 3 + 4i € =3 — 4i. 1.e.falsa osnUmerosreaisaeb. 3.a=1eb=3
f. Oconjugado dondmero3 +4ié3 - ﬁ*_"f_ verdadeira 4, Determine os nimeros reais x e y tais que
g. Sea+3i=6+ b, com{qg b} CR,entdao a+ b=09. X —=1-3yi=y—27. 4x=2ey=3oux=-2ey=3

1. g. verdadeira

Para retomar os conteldos estudados, resolva os exercicios complementares 1 e 2.

2. Operacoes elementares com
numeros complexos

Antes de apresentar as operacbes elementares com nimeros complexos, é impor-
tante ressaltar que elas foram definidas como extensdes das operacées em R, de modo
que fossem conservadas as propriedades dessas operacdes em R.

Para a adicdo foram conservadas as propriedades associativa, comutativa, elemento
neutro e elemento oposto, de modo que:

¢ 0 elemento neutro da adicdo é o nimero zero, ou seja, 0 + Oi;

* 0 oposto de um ndmero complexo qualquer z = a + bi, com a e b reais, € o nimero
complexo —z = —a — bi.
Para a multiplicacao foram conservadas as propriedades associativa, comutativa, ele-
mento neutro e elemento inverso, de modo que:
¢ 0 elemento neutro da multiplicacdo é o nimero 1, ou seja, 1 + 0i;
* o inverso de um ndmero complexo ndo nulo z = a + bi € o nimero complexo indi-

-1 —1 1
[ = .
cado por z~, tal que z ot b

Foi conservada também a propriedade distributiva da multiplicacdo em relacdo a adicéo.
Esses principios resultaram nas seguintes defini¢oes:

Para quaisquer nimeros complexos z, = a+ bie z, = c+ di,em que g, b, ce d
sao nimeros reais, temos:

*z+z,=(@+9+(b+d)i ® 7z, +z,=(ac — bd) + (ad + bo)i

| (com z, # 0)

*z -2,=2+(-2) 021:zz=z1-z2
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Nota:

Observe como as propriedades distributiva, associativa e comutativa, que se estendem
para a adicdo e a multiplicacdo em C, permitem a definicdo de multiplicacdo de nimeros
complexos como foi apresentada anteriormente:

z,+z,=(a+ bi)-(c+di)=ac+ adi + bci + bdi* = ac + adi + bci + bd(-1)

5z, z,=(ac — bd) + (ad + bo)i
Para agilizar as operacdes elementares com nimeros complexos, aplicamos as proprie-
dades operatdrias — associativa, comutativa, elemento neutro, elemento oposto, ele-
mento inverso e distributiva — em vez das defini¢des, conforme mostram os exemplos
a sequir.
Exemplos
Sendo z, = 3 + 2i e z, = 4 — 5i, vamos efetuar:
a. z,+z,=3+2i+4-5i=C+4)+(2-5)i=7-3i
b.z -2z,=3+2i-(4-5)=3+2i-4+5i=-1+7i
€ z,+:2,=3+2):-(4-5)=3-4+3-(=5)+2i-4+2i-(-5)=

=12-15i+8i— 10" =12 =151+ 8i + 10 = 22 — 7i

A I N._ 1 _3+2i
d z:z,=72 Zz_(3+2|) 45 = 4_5

Para representar esse resultado na forma algébrica, a + bi, basta multiplicar o
numerador e o denominador da fracdo pelo conjugado do denominador, isto é:

3421 B+21)-(4+5)  12+15i+8i+10i° _ 2+ 23i

4-51 " (4-5i)-(4+50) 4% _ (5i)° T4
Assim, z, :22=%+%i.

EXERCICIO RESOLVIDO )

4. Determine o nimero z= x+ yi,com {x, y} CR, tal que zi + 2Z =4 —i.
Resolucao
(x+ yi)i + 2(x— yi):h—i=>xi+yi2+2x—2yi=£+—i
L=y 2X) + (x=2y)i=4 —i

- 2X = = 2x—-4 1
Assim: yex => y X )
-1 x=2y = =1 (2)

Substituimos (1) em (2): x — 2(2x — 4) = =1
S X—bLx+8=-1=>x=3

Fazendo x=3em (1), temos: y=2-3 -4 = y=2

Logo: z=3 + 2i
N\ _J
EXERCICIOS PROPOSTOS Faca os exercicios no caderno.
5. Dados os nimeros complexos z, = —4 + 2i, z,=5+1i, | 6.5endoz =5+3i,2,=6,2,=2iez,=2-],
z,=6ez, =-3i clcule: calcule:
a. z,+2z,5.a.1+3i a. z,+2,6.a.30 + 18 C. 22 6.c.13+i
b.zZz+Z —2z5.b.11+2i b. z, -z, 6.b. -6+ 10i d. z-Z, 6.d.12+6i
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7. Considere os nimeros complexos: z, =2 + 3i,z,=2—i, | 9. Resolvaas equagbes a seguir no universo C.
z,=hiez =2 Calcule: a. z+L4z=10+18i9.a.5 = {2 - 6i)

z . . .5 _ : _ e
a-fh 7.a.%—16—' . (22)—1 7_0_%+% b.z:Z+22z=16+2i9.b.S={3+1i, -5 +1}
21 Sugestao: Em cada equacao, substitua a variavel zpor
] _4 . 8 - _i x+yi,com{x y} CR.
b. z T b.—z+% d. (z) 7.d.— y y.

10.0btenha o valor real de apara que o nimero complexo
8. Resolva cada uma das expressoes. z=(a+ 1){a—1+i) sejaimaginario puro. 10.a=1

a. 3+2i+(1+5i)(2—i)8 a 10+ 11i 3 .
11.0btenham todos os nimeros reais « de modo que o

R nimero z= 1T 3€N& +1ser? x

2+ PR .
b.1_2i+2|(1 3i)8.b.6 + 3i

sejareal1.«=3L+ k- 2r, comk €2

Para retomar os conteiidos estudados, resolva os exercicios complementares 3 a 5.

Mentes brilhantes

A origem dos nimeros complexos

Na primeira metade do século XVI, os matematicos italianos Geronimo Cardano, Niccolo Fontana (pseudo-
nimo Tartaglia), Scipione Dal Ferro, Ludovico Ferrari e outros colaboradores ocasionais protagonizaram um
importante episddio da histéria da Matematica ao resolverem uma equacéo polinomial do 3° grau. Inicialmente,
deduziram a férmula a seguir para resolver qualquer equagao incompleta do tipo x° + px =g, com {p, g} CR.

o= 5 B - ()

Algum tempo depois, apresentaram a resolu¢do de uma equacao polinomial do 3° grau completa.

Por exemplo, na equacio x’ = 6x — 4, que é equivalente a x’ — 6x = —4, aplicando a férmula anterior, obtemos:
3 3
x = V-2+V—4 +V-2-v—2

2 . ~ 3 ~ . . .
Nesse momento poderiamos ser levados a concluir que a equacdo x* — 6x = —4 nao possui raiz real, pois

néo existe no conjunto R o nimero v—4. Porém, essa conclusao é equivocada, uma vez que o nimero real 2
é raiz da equacdo, como se constata pela substituicao de x por 2:

3
2"—6-2=—4
Essa constatacdo, ao resolver uma equacao desse tipo, fez com que Geronimo Cardano passasse a admitir

aexisténcia daraiz quadrada de ndmeros negativos, fornecendo subsidios a construcdo de um novo conjunto
numeérico: o conjunto dos niimeros complexos.

Nota: Neste texto, foram utilizadas notacdes modernas, que ainda nao existiam na época de Cardano.

Elaborado com base em: CERRI, C.; MONTEIRO, M. S. Histéria dos nimeros complexos.
Disponivel em: https://www.ime.usp.br/~martha/caem/complexos.pdf. Acesso em: 3 ago. 2024.

3. Poténcias de nimeros complexos
com expoentes inteiros

Sendo w um nimero complexo qualquer, definimos:

0 .
ew =1, comwz#0 + 0i ew'=w-w-w-...-w,comneNen>2
— e
n fatores
1 —
*w =w ow”:#,comw;éOeneZ
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Exemplos

a. P=icici=(@-i)i=i"ri=(C1)-i=-i

b. i'=i-icici=(@-D)-(@(-D=PF=(=1)(-1)=1

N1 1 _ 1 1 _ 1
© @) = oy T 2 E2A T 16 16T 16

Propriedades das poténcias

Com a definicdo de poténcia e com as propriedades da multiplicacdo, demons-
tra-se que, para quaisquer nimeros complexos w e v, e quaisquer nimeros inteiros
m e n, valem as propriedades a seguir, considerando obedecidas as condicdes
de existéncia:

P1. w"-w"=w""" P4. (wv)" =w"V"

P2. w":w"=w"" n n
P3. (W")" = W™ P5. (¥) w

EXERCICIO RESOLVIDO A

5. Calcule o valor numérico de: (2 +i)*+ (1 + 2i)*

Resolucao P4
m
4+ -(1+2)=[R+)1+20 =2+ Li+i+ 2=
P4 P3
77N 7N\

=[R2+4i+i-2]"=[5]"=5"i"=5"-()"=5"(=1)’=625-1=625
\_ Y,

Poténcias de i

O célculo das poténcias de nimeros complexos com expoentes inteiros envolve,
particularmente, poténcias de i. Para agilizar esse tipo de célculo, é conveniente conhe-
cer o teorema a seguir.

Existem quatro, e somente quatro, valores para poténcias de i com expoentes
inteiros. Sao eles:

o =1 oi' =i o if=-1 o’ =—j

Demonstracao

Sendo n um ndmero inteiro, vamos calcular o valor da poténcia i".

1°caso:n =0

Dividindo o expoente n por 4, obtemos um quociente inteiro g e um resto inteiro r
tal que 0 < r< 4, isto é, n=4qg + r. Assim, aplicando as propriedades das poténcias,
temos:

. .4 4q . .4 . . . .
M= = == 1 =0 =T

. . . o o2 0 .1 .2 3
Como ré inteiro e 0 < r < 4, concluimos que i é um dos quatro valores i, i', i” ou i’.

N&o ha unanimida-
de entre os mate-
maticos quanto a
adocdo do valor 1
para a poténcia 0°,
por isso excluimos
a base zero da de-
_finicdo w’=1.

J

Defina poténcia de um
numero complexo com
expoente inteiro e peca
aos estudantes que
calculem as poténcias

a seguir, apresentando

o resultado na forma
algébrica.

o (4+iy

(resposta: 15 + 8i)

o (4+i)

(resposta: 52 + 47i)
Apresente as
propriedades das
poténcias, refazendo o
exercicio resolvido 5 na
lousa com a participacao
dos estudantes.
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2°caso:n<0

in — (i—1)—n
Observando que i = 1T’ vamos multiplicar o numerador e o denominador de 1T por —i:
i_1 :1— = 71 .(_I) = _—i = —
(=) P

Assim, temos:

"= (=)= (=1
Como n < 0, temos —n > 0; portanto, pelo 1° caso, i~
12 .3
i,i"oui.

n

€ um dos quatro valores i,

E, como (=1)"" éigual a 1 ou =1, concluimos que (—=1)™"+i™" é um dos quatro valores
.0 -

1 .2 .3
i,i,i"oui.

Consequéncia

Para o célculo da poténcia i” com n inteiro e n > 4, dividimos n por 4, obtendo um resto
inteiro r. Temos, entdo, i" =i".

EXERCICIO RESOLVIDO A

6. Calcule:
a. i b. i¥ c. i'® d.i™”

Resolucao

a. Dividimos 14 por 4, obtendo resto 2. Logo: i"* = i* = —1
b. Dividimos 61 por 4, obtendo resto 1. Logo: i*' =i' =

c. Dividimos 100 por 4, obtendo resto 0. Logo: i’ =i’ =1

di?® =]

125
|

25— 1

i
\-

Dividimos 25 por 4, obtendo resto 1. Logo:

1T i

it (=)

J

EXERCICIOS PROPOSTOS

Faca os exercicios no caderno.

12.Calcule o valor de cada uma das poténcias:

. 8 12. 9. 256
a. i 12.a.i d. P 12.d.-i g (1+1)
b. i**12. b. 1 e. (2i) 12.e.-128i h. (1+1i)"

, , 12. h. 256 + 256i
c. i*12.¢c. -1 f. (3i) 12.1. —27i

13.Um nGmero complexo z é tal que 22 = 3 + 4i e
7 =2+ 11i. Aplicando as propriedades das poténcias,
calcule:

a. z b. 2° c. z7
13.a. —38 + 41i 13.b. 117 + 44i  13.c.

14.Faca o que se pede.
a. Calcule (1 —i)’. 14.a. -2i

[$11\%)
oll—

b. Observando o resultado obtido no item a, calcu-
le (1—=1)" 14.b. —64

¢. Mostre que o namero complexo 1 — i € raiz da

equacdo z° + 327 + 64 =0.

14. c. Resposta nas Orientacoes especificas deste capitulo.

15.Um ndmero complexo w é uma raiz quadrada de um
@ namero complexo zse, e somente se, w’ = z.

a. Mostrem que os nimeros a seguir sao raizes qua-
dradas do nimero complexo z = 4i.

s w = V2 + i\/?; 15._ a. Res~posta nas
1 Orientac6es especificas
W, = - 2 —iv2. deste capitulo.

b. Determinem as raizes quadradas complexas
de —36. 15. b. 6i e —6i
c. Resolvam em C a equacdo X’ — 2x+ 10=0.
15.¢.S = {1 + 3i, 1 - 3i}
16.Elabore um problema envolvendo raizes quadradas
gde um ndmero complexo. Em seguida, troque o pro-
blema elaborado com um colega para que um resolva
o problema elaborado pelo outro. Por fim, analisem e
discutam as resolugoes. 16. Resposta pessoal.

Para retomar os conteldos estudados, resolva os exercicios complementares 6 e 7.
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Esse assunto pode ser introduzido com base no texto a seguir a fim de evidenciar que os conhecimentos matematicos sdo uma construgéo fruto do
trabalho de diversas pessoas.
Quando vocé estudou o conjunto dos nlmeros reais, percebeu que é possivel estabelecer uma relagao biunivoca entre o conjunto R e o conjunto

4. Representacdo geométrica do Acaim, podamos represenar
conjunto dos niimeros complexos R pelo conjunto dos pontos de

uma reta. Como representar,

A cada ndmero complexo z = x + yi, em que x e y sdo nimeros reais, vamos associar ggg?ﬁg:gfggiﬂ%g;%@g”to
o ponto do plano cartesiano determinado pelo par ordenado de nlmeros reais (X, y). No final do século XVIII, em

Essa associacdo é biunivoca, isto €, cada nimero complexo esta associado a um Unico 1799, o topdgrafo noruegués
ponto do plano cartesiano, e cada ponto desse plano esté associado a um tnico nimero ~ Caspar Wessel (1745-1818)
publicou um trabalho em que
complexo. mostrava uma representacéo
geométrica para os nimeros
complexos. Wessel raciocinou
da seguinte maneira: o
conjunto dos numeros do tipo,
sendo x e y reais, pode ser
! relacionado, biunivocamente,
! ao conjunto dos pares
1 ordenados de ndmeros reais
(x, ¥), e 0 conjunto desses
! pares, por sua vez, pode ser
| relacionado, biunivocamente,
| ao conjunto dos pontos de
0 y R um plano através de um
X . . .
sistema cartesiano de eixos.
Desse modo, cada ponto
Por meio dessa associacdo, representa-se geometricamente o conjunto C pelo plano, () do plano cartesiano

2 _ passa a representaro ndmero
que é chamado de plano complexo ou plano de Argand-Gauss, em homenagem aos complexo. e, portanto, a

seus criadores: o matematico alemao Carl Friedrich Gauss (1777-1855) e o guarda-livros  representacéo geométrica do
suico Jean Robert Argand (1768-1822). conjunto C € um plano.
Em 1806, o matematico Jean
Robert Argand (1768-1822),

g g S 7 sem conhecer o trabalho
No plano de Argand-Gauss, o eixo das abscissas, indicado por Re, é chamado de de Wessel. criou a mesma

eixo real, e o eixo das ordenadas, indicado por Im, é chamado de eixo imaginario. representacéo para

Cada ponto P(x, y) desse plano é a imagem ou afixo do nimero complexo x + yi. 0s nimeros complexos, e a
gléria dessa criagcdo acabou
ficando ligada ao nome de
Argand. Partindo das ideias

~ de Wessel e Argand, o

i matematico aleméao Johann
EXERCICIOS RESOLVI Dos Carl Friedrich Gauss (1777-
-1855) complementou o

7. Represente no plano de Argand-Gauss aimagem de cada um dos nimeros complexos |  &studo do plano complexo,
também conhecido como

aseguir. plano de Argand-Gauss.
a. z =6+ 3i C z,=—6—A4i e.z =4 g z=-3i Com a participagao dos
1 3 5 7 estudantes, refaca os
b. z,= —L4 + 6i d. z,= 2 —5j f. z,= 5i h. z,= -2 exercicios resolvidos 7 e 8 e
defina lugar geométrico.
Resolucao

Aos nimeros z,, 2, Z,, 2, Z,, Z,, Z, @ Z,as50Ciamos 0s pontos determinados pelos pares
ordenados de ndmeros reais (6, 3), (=4, 6), (=6, —=4), (2, =5), (4, 0), (O, 5), (0, =3) e
(=2, 0), respectivamente.

Plano de Argand-Gauss o o, !m
(eixo imaginario

Re
(eixo real)

-
i
i
i
i
i
i
i
i
i
i
i
i
i
i
|
EN
N® -~~~ -1TN
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No exercicio proposto
17, sobre L. G., sugira
aos estudantes que
substituam a variavel
complexa z pela sua
forma algébrica, ou seja,
X + yi, com {x, y} CR.
Isso faz com que a
equagédo do L. G.

seja obtida na forma
cartesiana, o que facilita
sua identificagao.

No exercicio proposto
18, enfatize que um
numero complexo pode
ser interpretado como
um vetor. Mostre que a
soma de dois vetores
representados pelos
ndmeros complexos z e
w € o vetor representado
pela somaz + w. Faca o
mesmo para a diferenca
de vetores e para o
produto de vetor por
numero real.

EXERCICIOS PROPOSTOS

17. Represente no plano de Argand-Gauss o L.G. (lugar
geométrico) das imagens dos nimeros complexos z

taisque z = %

18.No estudo de grandezas vetoriais no plano, é co-
83mum adotar o plano complexo para a representacao
dos vetores, convencionando-se que cada nimero Im
complexo z= a+ bi, com {a, b} C R, representa um
vetor de origem no afixo do nimero O + Oi (origem
do sistema de eixos) e extremidade no afixo de z. A
vantagem dessa representacao reside no fato de que
as operagoes de adicao de vetores e de multiplicacao
de um ndmero real por um vetor podem ser efetua-
das com os nimeros complexos que os representam.
Por exemplo, a soma dos vetores representados
por z=4 + 4ie w= 6 + 2i é 0 vetor representado por
z+ w =10 + 6i, e 0 produto do nimero real 2 pelo _
vetor representado pelo nimero complexo u= 4 + 3i b. Mostrem que o vetor F representado no iteﬂj aé
é o vetor representado por 2u =8 + 6i. diagonal de um paralelogramo do qual £, e £, sao
De acordo com essas informacoes, facam o que se pede.

-

complexos zque satisfazem a equagao zi — Z = -3 + 3i.
Resolucao

8. Represente no plano complexo o lugar geométrico (L.G.) das imagens dos nimeros

Lugar geométrico é qualquer conjunto de pontos, podendo até mesmo ser o conjunto
vazio. Desse modo, o enunciado dessa questao pede o conjunto de pontos do plano
complexo que representam os nimeros complexos ztais que: zi — Z = —3 + 3i

Indicamos o nimero complexo z por x + i, com {x, y} CIR, obtendo:
Z—Z=-3+43i=>x+pi—(x—y)=-3+3i
SXi—y—Xx+yi=-3+3i
=+ Y+ X+ pi=-3+3i

Im
Pela definicao de igualdade entre nadmeros comple- r
Xo0s, temos:
X+ = -3
{ b+ y) >x+y=3 3
X+y =3

Logo, o L.G. das imagens dos nimeros complexos

zZ=x+ yi é areta rde equagdao x + y = 3, cujo
grafico é&:

(\Re

17. Resposta nas Orientacoes
especificas deste capitulo.

Faca os exercicios no caderno.

atuam no ponto material.

a. Considerem duas forcas f: e f; aplicadas simulta-
neamente a um ponto material localizado na ori-
gem O do sistema de eixos do plano complexo,
conforme mostra o esquema a seguir. Represen-

tem a forca F resultante das forcas I_-': e IT'; que

18. Respostas no final do livro.

lados consecutivos.

234

Para retomar os contelidos estudados, resolva o exercicio complementar 8.

5. Médulo de um nimero complexo

Vamos revisar a definicdio de médulo de um nimero real x. Para isso, consideramos
no eixo real de origem O um ponto A de abscissa x e definimos o médulo de x como a
distancia entre O e A.

0 X R |X|=0A

ERICSON GUILHERME LUCIANO/ARQUIVO DA EDITORA
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Se estendermos essa definicdo para o plano comple- Im
x0, teremos a definicio de médulo de um nimero L -+ P(6,8)
complexo. Por exemplo, consideremos a imagem P do
ndmero complexo z =6 + 8i:

A distancia entre a origem O e P é chamada de médulo do ndmero complexo
z=06+8i.

|z| = OP=1(6-0)>+(8-0)? = V100 = 10
- ]z| =6+ 8i| =10

Observaciao
I
m Adotaremos a letra
grega p (ro) para
) . (x.y) indicar o médulo
O médulo p de um nlimero complexo z = x + yi, do complexo z.
com {x, y} CR, é a distancia do ponto (x, y) a origem )
(0, 0) do sistema de eixos do plano de Argand-Gauss.
(0,0) Re
p=lzl=1x"+y’

EXERCICIOS RESOLVIDOS )

9. Calcule o médulo de cada um dos seguintes nimeros |z=5|=4=>|x+yi—5|=4
complexos: Sx=5)+vi|=4
a. z,=12+5i C. z,=6i Aplicando a definicao de modulo de um nimero
b z,=2 — 4 d. 2, =4 complexo, obtemos:

x=5°+y" = t=>(x=5°+y* = 16

Resolucao
e a— Logo, o L.G. das imagens dos nimeros complexos
_ 2 2 _ [A1zo '
a. |z|=V12"+5" = V169 z= x+ yi éacircunferéncia de equacgao

b. |z)=V2>+ (= 4)? = V20 = 2V5 (x—5)*+ ¥ =16, de centro (5, 0) e raio 4, cujo gra-

13

fico &
c. |23|=\/02+62 =36 =6
Im
d. |zh|=\/(—4)2+02 =16 = 4
10.Represente no plano complexo o L.G. das imagens dos
nldmeros complexos ztais que |z— 5| = 4. c

Resolucao

Indicando o nimero complexo z por x + yi, com

{x v} CR, temos:
g J

Reflexao. Na reta real existem apenas dois pontos que
distam 6 unidades da origem O; logo, a equacéo |x| = 6
possui apenas duas raizes reais: 6 € —6.

A equacdo |x| = 6 tem quantas raizes reais? E quantas raizes complexas? | No plano complexo existem infinitos pontos que distam
6 unidades da origem O; logo, a equacéo |x| = 6 possui
infinitas raizes complexas, que sdo os numeros cujos afixos formam a circunferéncia de centro O e raio 6.

Reflexdao
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Propriedades do médulo de um niimero complexo

M1. |z| >0
M2.z-7=|z|

M3.|z, - z,| =z |z]

Sendo z, z, e z, nimeros complexos quaisquer e n um namero inteiro, temos:

il
ZZ

_ 14l
2l

M5.|z"| = | z|", para todo n se z # 0 ou para
n>0sez=0

M4.

comz,#0

11. Calcule:

a. |(6 + 8i)(4 — 3i)|

Resolucao

EXERCICIOS RESOLVIDOS

b_|L++2i|

6
15 — 8i ¢ 13-

a. Aplicando a propriedade M3 dos médulos, temos:

|(6 + 8i)(4 — 3i)| = | (6 + 8i)| - | (& — 3i)| =

|[&+2i| _

|4 + 2i|

=V62+82 4>+ (-3) = VI00:v25 = 10:5 = 50

b. Pela propriedade M4 dos médulos, temos:

&2+ 22 20 _ 245

ndmero complexo.

Resolucao

-

li5-8l = [15-8[ ~ 1575 (g V289 17
¢. Aplicando a propriedade M5 dos méddulos, temos:

1B=if| = 3=i° = (V3+(=17) = (VI0)F = 10° = 1.000

12.Um ndmero complexo é igual ao inverso do seu conjugado. Calcule o médulo desse

Indicando por zesse nimero complexo, temos: z= 14 70221

z

Pela propriedade M2, z- Z = | z|>. Assim: | z|* = 1 e, portanto, | z] = 1

EXERCICIOS PROPOSTOS

Faca os exercicios no caderno.

19.Calcule:
a. |4+3i[19.a.5 ¢ |4i] 19.c.4

b. |12 — 5i|
19.b. 13

e. |9] 19.e.9

d. |-7i| 19.d.7 f. |-6]| 19.f.6
20.Represente no plano de Argand-Gauss o L.G. das ima-
gens dos nimeros complexos zem cada um dos casos.
a.|z—3|=6 b.|z—2+5i|=4
20. Respostas no final do livro.

21.Faca o que se pede.
B ) 21.a.z=8i
a. Dentre os nimeros complexos z, tais que

|z— 3i| = 5, determine o de maior médulo.
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b. Dentre os nimeros complexos w, tais que

|w— (1+1i)] =22, determine o de menor madulo.
21.b.w=-1—-i

22.Represente no plano de Argand-Gauss o L.G. das

imagens dos nimeros complexos z em cada um
dos casos. 22. Respostas no final do livro.

a. |z|+|3z]=4 b. z-Z=|4z|

23.Represente no plano de Argand-Gauss o lugar geo-
meétrico das imagens dos nimeros complexos z nos
seguintes casos. 23. Respostas no final do livro.

a |z +|z+z) =1 b.z-z—|z|+1=0

Reprodugdo proibida. Art. 184 do Cédigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.
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24.Elabore um problema envolvendo lugar geométrico no plano complexo. Em seguida,
troque o problema elaborado com um colega para que um resolva o problema elaborado
pelo outro. Por fim, analisem e discutam as resolucdes. 24. Resposta pessoal.

Para retomar os contelidos estudados, resolva os exercicios complementares 9 e 10.

6. Coordenadas polares no plano complexo

A imagem de um ndmero complexo nao nulo no plano de Argand-Gauss pode ser
determinada também por meio de uma distédncia e de um angulo. Por exemplo, existe
um Unico nimero complexo z cuja imagem P dista 4 unidades da origem O do sistema

—

de modo que a semirreta OP forma com o semieixo positivo Ox um angulo de 60°, me-
dido no sentido anti-horario, a partir desse semieixo.

Im

60°
o Re

As medidas 4 e 60° sdo chamadas de coordenadas polares da imagem do ndmero
complexo z. Com essas coordenadas podemos determinar a parte real g e a parte ima-
ginaria b do ndmero z.

Im
bt P cos60°=% 17=%
‘ b7 \V3 _ b
| sen60° = & N> _ Db
VA 4 2 " 4
60° | na=2eb=23
o é Re

Logo, a forma algébrica do nimero z é:
z=2+2V3i

Reciprocamente, a partir da forma algébrica podemos determinar as coordenadas
polares de um nimero complexo ndo nulo, conforme apresentaremos a seguir.

Argumento de um nimero complexo

Dado um nUmero complexo nédo nulo z = a + bi, com a e b reais, consideremos no
plano complexo os pontos O(0, 0), P(a, b) e o angulo de medida ¢ (lemos: “fi”) cujos

. . g . - . .
lados sdo o semieixo positivo Ox e a semirreta OP, conforme a figura a seguir.

Im

Fa, b)

o Re

A medida ¢, obtida no sentido anti-horario a partir do semieixo positivo Ox, com
0< ¢ <2rou0°< ¢ < 360° é chamada de argumento do nimero complexo z.

Com o intuito de estimular
a iniciativa dos estudantes,
proponha o exercicio a
seguir, antes do estudo do
topico 6.

Considerando o niumero
complexo z representado no
plano de Argand-Gauss a
seguir, faca o que se pede.

Im

N2Y V4

Re

FAUSTINO/ARQUIVO DA EDITORA

a) Determine a distanciar,
que representa |z|. (2)

b) Determine cos o e sen a.
(cosa = 1 esena = \/73)
c) Determine a medida
angular a, com

0° < < 360° (@ = 60°)
ApOs essa discussao, defina
argumento de um numero
complexo e apresente

a forma trigonométrica.
Peca aos estudantes que
representem, na forma
trigonométrica, o nimero
complexo z do gréafico
anterior.

(z = 2 (cos 60°+ i sen 60°)).

O Unico ndmero
complexo para o
qual ndo se define
argumento é o na-
mero z = 0. Assim,
um ndmero com-
plexo possui argu-
mento se, e somen-
te se, é diferente de
_zero.
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Em Engenharia elé-
trica, na analise de
circuitos de corren-
te alternada, os fa-
sores sao usados
para representar
tensodes e corren-
tes. O argumento
do fasor indica a

fase da senoide cor-

respondente.

-

J
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EXERCICIO RESOLVIDO h

13.0btenha o argumento de cada um dos niimeros complexos a seguir.

a.z1=4i c. z,=6
b. zZ=—5i d. z,=-3
Resolucao

Quando a imagem Pde um nimero complexo nao nulo pertence a um dos eixos coor-
denados, o argumento desse nimero é facilmente obtido pelo grafico.

a. Im C. Im

44p P
O| 6 Re

—
Como a semirreta OP coincide com o
0 Re semieixo positivo Ox e como

0<p<2rou0® << 360°, temos:

¢, =90° oug, =Zrad

2 ¢,=0°ou@,=0rad
b Im d Im

e

\Jo Re

P N
-3 (@) Re
-5¢P
¢,=270° ouwzz%rad ¢,=180°ouq@, =nrad
- J

Calculo do argumento de um niimero complexo

No exercicio resolvido anterior, foi apresentado que, se a imagem do ndmero com-
plexo nado nulo pertence a um dos eixos coordenados, entdo é muito simples a determi-
nacdo do argumento. Vamos estudar agora o calculo do argumento quando a imagem
do ndmero complexo nédo pertence a nenhum dos eixos coordenados.

Demonstraremos apenas para a > 0 e b > 0; porém, o resultado obtido vale também
para os demais casos (a<0eb>0,a<0eb<0,a>0eb<0).

Seja z=a+ bi, com a> 0e b > 0.Aimagem P(a, b) de zé um ponto do 1° quadrante:

Im A distancia OP = p é o mddulo de z, isto é:

P p = Va’+ b? m

p b cos ¢ = % )
3 No triangulo OMP, temos: b
o F sen¢ = o 3)
————M . .
© a Re As igualdades (1), (2) e (3) determinam o argumento de z.

Nota:

As igualdades (1), (2) e (3), obtidas nos quatro casos, sdo validas também quando a
imagem P(a, b) do nimero complexo ndo nulo z = a + bi pertence a um dos eixos
coordenados.

ILUSTRAGOES: FAUSTINO/ARQUIVO DA EDITORA
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Os quatro casos e a nota anterior nos permitem enunciar:

Se z= a+ bi, com {a, b} C R, é um nimero complexo ndo nulo, de médulo p
e argumento ¢, entdo:

S cos @
p =Va’+b’ e

sen ¢

ol ©la

EXERCICIO RESOLVIDO )

14.Calcule 0o mddulo e o argumento de cada um dos nimeros complexos a seguir.

a. z=2V3 + 2i b. w=4 — 4i
Resolucao

artereal:a = 23
a z=2v3+2i4" o

parte imaginaria: b = 2

0 modulo p e 0 argumento ¢ do ndmero zsao dados por:
p=vVa'+b > p=V2V3)°+2° =16 = 4

2V3 _ 3

s = == 5

=> S = 30°
sen @ %

cos ¢ =

seng =

N

ol ©la

Concluimos, entao, que o nimero complexo ztem modulo 4 e argumento

6

_(partereal:a = 4
b. w=4 — 4ij ) o
parte imaginaria: b = —4

30° (ou z rad).

0 modulo p e o argumento ¢ do nimero wsao dados por:
p = V@ +b* = p =62+ (=04)7 = V32 = 4V2
1 V2

4 _ 1 _ v2
42 2 T2
4 1 V2

cos @ s =

ols ©la

sen e seng =

w2 T V2T 2
Concluimos, entdo, que o nimero complexo w tem mddulo 42 e argumen-

to 315° (ou %rad).

- J

Forma trigonométrica de um nimero complexo

Para todo nimero complexo ndo nulo z = a + bi, com {a, b} C R, de médulo p e
argumento ¢, temos:
N a
b

Cos ¢

p COS @
psen @

sen @

ol ©lQ

A forma trigono-
métrica de um nad-
mero complexo
facilita operacoes
com esses nUme-
ros, como a multi-
plicacdo e divisdao
| ou 2 potenciacdo. D
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Kde 0.

Embora néo se de-
fina o argumento
do nimero comple-
xo z =0, pode-se
representar z =0
sob a forma trigo-
nométrica z = 0
(cos ¢ + isen @),
para qualquer valor

J

240
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Assim, podemos representar o nimero z = a + bi sob a forma z = p cos ¢ + (p sen @)i

ou, ainda:

z = p(cos ¢ + isen @)

Essa forma é chamada de forma trigonométrica ou forma polar do nimero com-

plexo z.

EXERCICIO RESOLVIDO )

15.Represente na forma trigonométrica cada um dos nimeros complexos a seguir.
a. z,=2+2i b. z, = =5 + 5V3i C. z,=—4i

Resolucao

[ partereal:a = 2
a. z=2+2i , o
parte imaginaria: b = 2

O mddulo p e 0 argumento ¢ do nimero z, sao dados por:

p=Va'+b> = p=1V2"+2° = V8 = 2v2
Cos @ p P 2\/7 \/j 2
b~ 2 1 V2
seng = 45 seng = —%= = ——= = =
p PT R T 2 T2
S =A45°

Logo, a forma trigonométrica de z, é:

z,=2V2(cos 45° +isen 45°) ou z, = 2V2 (cos% +i sen%)

artereal: g = -5
b. z,=-5+ 53 P R
parte imaginaria: b = 5v3

0 madulo p e o0 argumento ¢ do ndmero z, sao dados por:

p=Va’+ b’ =p=1y(-57+(5v3)? = Vi00 = 10

__5 __1
cos<p=g:’ S = =35 = —3 0
L=

Logo, a forma trigonométrica de z, é:

z,= 10(cos 120° +isen 120°) ou z,= ’IO(cos %Hsen 2—;)

C z,= —4j

Como z, & um imaginario puro, sua imagem pertence ao eixo imaginario e, nesse
caso, podemos obter graficamente o modulo e o argumento de z,, sendo desneces-
sarias as formulas.

Im
O mddulo de z, = —4i é a distancia p do ponto Pa
origem O do sistema, isto &, p = 4.
¢ = 27021 . o i}
NG o Logo, a forma trigonométrica de z, é:
z, = 4(cos 270° +isen 270°) ou
_4ilp 23=4(cos%+isen%>

Reprodugdo proibida. Art. 184 do Cédigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.
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Nota:

Pode-se representar um nimero complexo nao nulo ztambém na seguinte forma:
z=plcos ¢ +isen @), come &[0, 2n[e ¢ & [0°, 360°[

Por exemplo, z= 8(cos 390° + isen 390°).

Essa forma de representacao é denominada forma trigonométrica secundaria, e a
medida ¢ é chamada de argumento secundario de z.

Note que zé igual a: 8(cos 30° + i sen 30°).
Para que nao haja confusao de linguagem, convencionamos que:

» 20 usar a expressao “argumento de um namero complexo’, estamos nos referindo
a medida ¢ no intervalo [0, 2=[ ou [0°, 360°[ (alguns autores chamam esse argu-
mento de argumento principal);

» a0 usar a expressao “forma trigonométrica de um ndmero complexo”, estamos nos
referindo a forma z= p(cos ¢ + isen @), com 0° < ¢ < 360° ou 0 < ¢ < 2m.

- J
EXERCICIOS PROPOSTOS Faca os exercicios no caderno.
25.Represente no plano complexo os ndmeros z, = 4i, C. z, = COS %+ isen 51? 29. c—*/72—*/72|
=-5,z,=—6ie z = 3, e determine 0 moddulo e o
argumento de cada um deles. 30.Demonstra-se que a distancia d entre as imagens
25. Resposta no final do livro. de dois nameros complexos z, e z, no plano de
26.5abendo que o argumento de um nimero complexo Argand-Gauss é dada por d= |z, — z,|. De acordo
zé % rad, determine o argumento de cada um dos com essa propriedade, resolva a questao a seguir.
seguintes nimeros: No plano de Argand-Gauss a seguir, os pontos Pe
a. 7 26.a. 1?7: Q sdo imagens dos nameros complexos z, e z,

respectivamente, com |z, — z| = 6. Determine a

- @ &bri
b. -z 26.b. forma algeébrica de z,.

A 28. a. 2(cos 60° + isen 60°
. —-Z 26.c. 67“ 30.z, = —V14 +V14i ( . )
ou?2 (cos§ +i seng)
27.Calcule 0 madulo e o argumento de cada um dos na- Im 28. b. V2 (cos 315° + i sen 315°)
meros complexos a seguir. ou \F(cos— i Sen%)
a. z,= 14 27.a.V2;45° 28. c. 2(cos 150° + i sen 150°)
51 5n £
b. z, =1 —+/3i 27.b.2;300° Q OUQ(COSF“S‘*”?) 2
P
C. z= £+Q 27.c.1;135° 5
2 3
o
. . <
d. z,=-5v3 =5/ 27.d.10;210 ol P S
I &)
28.Represente na forma trigonométrica cada um dos } 3
- | =
ndmeros complexos. ; &
a. z,=1+3i | 3
+ z
. o
b.z=1-i o 2 Re 8
z, = —V3 +i
29.Represente na forma algébrica cada um dos nimeros 31. Elgbore um pr9b|ema envolvendo forma ’Frlgonome—
complexos a seguir. ggtrlca de um nimero complexo. Em seguida, troque
0 problema elaborado com um colega para que um
_ o H o . .
a. z,=2(cos 90° +isen 90°) 29.a.2i resolva o problema elaborado pelo outro. Por fim,
b. z, = 6(cos 30° +isen 30°) 29.b.3V3 +3i analisem e discutam as resolucoes.

31. Resposta pessoal.

Para retomar os conteldos estudados, resolva os exercicios complementares 11 e 12.
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e 7, Operacao com niumeros complexos
multiplicacéo e da diviséo - ” n
de nimeros complexos na forma trigonométrica

na forma trigonométrica.
A seguir, apresentamos a

ltiplicag&o. A divisdo é T ~
b ceo-Advissee - Multiplicacdo
-Z);(g/o: g(ioissgnJrﬁl) s:en o Sejam os ndmeros complexos z = 3(cos 30° + i sen 30°) e w = V2 (cos 240° + i sen 240°).

= pMcos a + i sen «)
(cosp+isenp)=

= pA(cos a - cos f} + i cos o, o o o
0(~ps<£n[5+isen(x[~cosﬁ+ z+-w=3(cos 30° + i sen 30°) - V2 (cos 240° + i sen 240°) =
+i*sena-senp) = = 3v2 (cos 30° + i sen 30°)(cos 240° + i sen 240°)

=pM\cos a - cos ff -

—sen o - sen f +i(cos o -

Efetuando a multiplicacdo z - w, temos:

-sen fj + sen a - cos f)] Aplicando a propriedade distributiva, temos:

nZows= pA[cos (o + B) +

tisena+ Bl 7-w =32 (cos 30°cos 240° + i cos 30°sen 240° + i sen 30°cos 240° + i* sen 240°sen 30°) =
Com a participagdo dos . .

estudantes, refaca os = 3v/2 (cos 30°cos 240° + i cos 30°sen 240° + i sen 30°cos 240° — sen 240°sen 30°) =
bt resolvidos = 32 [(cos 30°cos 240° — sen 240°sen 30°) + i (cos 30°sen 240° + sen 30°cos 240°)] =

= 3v2 [cos (30° + 240°) + i sen (30° + 240°)]

Generalizando esse resultado, temos:

Se z = p(cos o + isen «) e w = A(cos P + isen B) sdo as formas trigonométricas
dos ndmeros complexos z e w, entdo: z+ w = pA[cos (a + B) + isen (a + B)].

Nota:

A propriedade associativa da multiplicacdo de nimeros complexos permite a extensdo
dessa formula para o produto de mais de dois nimeros da seguinte maneira: sendo
z, 2, Z, ..., Z,, com n > 2, cujas formas trigonométricas sao p,(cos a,+ isen a,),

p,(Cos o, + isen a,), p,(cos a, +isen a,), ... € p (cos a + isen o ), respectivamente, tem-se:
Z,0 2,02, 2=

=p,(cos o, +isen ) - p,(Cos o, +isen ) p,(cos o, +isena,) ... p (cosa +isena )=

=P, P, Pyt et P, [COS (o) +o,+ o+ o) Fisen(og + oo+ o+ 4 o)

EXERCICIOS RESOLVIDOS A

16.Sendo z, = 3(cos 20° +i sen 20°), z,= 2(cos 25° +isen 25°) e z= 5(cos90° +i sen 90°), calcule:
a. z -z

b. z,02,°2,

Resolucao

a. z-z,= 3(cos 20° +isen 20°) - 2(cos 25° +isen 25°)=3-2-[cos (20° + 25°) +isen (20° + 25°)] =
=6[cosl+5°+isen45°]:21-22=6[g+@].‘.z1-22=3\/7+3\/7i

b.z-z-z= 3(cos 20° +isen 20°) - 2(cos 25° +isen 25°) - 5(cos 90° +isen 90°) =
=3-:2+5-[cos(20° + 25° +90°) + isen(20° + 25° + 90°)] = 30[cos 135° +isen 135°] =

V2 | V2
=>z1-22-23=30 [_7+T

5z0 2,0 2,=—15V2 + 15V2i
17.Sendo z= p(cos ¢ + isen ¢) a forma trigonométrica do nimero complexo z, calcule:

a. 7’ b. 2*
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Resolucao

= 7°=p’[cos 2¢ + isen 2¢]

a. 7’ =z-z=plcos ¢ +isen @) - plcos ¢ +isen ¢) = p+ p - [cos (¢ + ¢) + isen (¢ + )] =

b. 2> =z-z+ z=plcos ¢ + isen @) - p(cos @ + isen @) - p(cos ¢ + isen @) =
=p-prp-lcos(@++q@)+isen(p+¢+)]= z>=p’[cos 3¢ +isen 3¢]

Divisao

Do mesmo modo que fizemos para a multiplicacdo, podemos generalizar o resultado
para a divisdo de nimeros complexos na forma trigonométrica.

Assim:

dos complexos z e w, com w # 0, entdo:
z

Se z = p(cos o + isen «) e w = A(cos P + isen B) sdo as formas trigonométricas

W:%[cos (o — ) +isen (a — B)]

Demonstracao
z _ z-w _ p(cosa+isena)-A(cosP—isenf)
wowew o Wi’ -

_ pMcos a cos p—isen P cos a+isena cos P+ sen asen P)

xz
z P

A

W S —}; [cos(@—P) +isen(ax—P)] = % [cos (x—p) +isen (x—p)]

N\

e N\
EXERCICIO RESOLVIDO
z
18.Sendo z, = 8(cos 70° +isen 70°) e z,= 2(cos 40° +isen 40°), calcule 71
2
Resolucao
z
7 = B-[cos (70° — 40°) + isen (70° - 40°)] =
2
=4[cos 30°+isen30°] = 4 [g+|%] = 2v3 +2i
J

' EXERCICIOS PROPOSTOS

Faca os exercicios no caderno.

32.Considere os nimeros complexos:
» z=2(cos 45° + isen 45°)

» Uu=8(cos 255° +isen 255°)
= w=-cos 120° +isen 120°

Dé a forma algébrica do resultado de cada uma das
expressoes.

a. z-u  32.a.8-83i c. 5 32.b. -2V3 - 2i
b.Z 32 —‘%3+1§i d. &2 32.d.-16

33.5Seja z = p(cos ¢ + isen @) a forma trigonométrica do
ndmero complexo z, e seja w= 7(cos 18° +isen 18°).

Determine p e ¢ de modo que £ = V3 +1i. 33. 14; 48°

34.No plano complexo a seguir, o ponto P’ é obtido por
uma rotacao de 45° de P em torno da origem O, no
sentido anti-horario. Determine o nimero complexo z’
cujaimagem é P’. 347 = V2, 7V2,

2 2
Im
Py
“‘4 777777777777777 » P
1450,
>
o 3 Re

Para retomar os conteiidos estudados, resolva os exercicios complementares 13 e 14.
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Observacao

Obtivemos 7° e 7°
no exercicio resol-
vido 17.

Peca aos estudantes que
respondam as questoes
seguintes, acerca do teorema
de De Moivre.

1. Considerando o numero
complexo

z =2(cos 60° + i sen 60°),
calcule as poténcias seguintes,
com base na multiplicagéo de
numeros complexos na forma
trigﬁ)nométrica.

a.z

d.z*

Respostas:

a.z' =2(cos 60° + i sen 60°)
b. Z* = 4(cos 120° + i sen 120°)
c. z° = 8(cos 180° + i sen 180°)
d. z* = 16(cos 240° + i sen 240°)
2. Usando o que vocé
aprendeu até o momento, qual
seria o resultado de Z", com

n €IN?

Resposta: 2’ = 2"(cos (n - 60°) +
+isen (n-60°)

Refaca, com a participacao
dos estudantes, os exercicios
resolvidos 19 e 20.
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Poténcias de niimeros complexos na forma
trigonométrica

Sendo z = p(cos ¢ + isen @) a forma trigonométrica do nimero complexo nao nulo z,
temos:

e =1 =1(cos 0 + isen 0) = p°(cos O + isen O¢)
e Z' = p(cos ¢ + isen ¢) = p'(cos ¢ + isen 1¢)
o 7/ = p’(cos 2¢ + isen 2¢)

7 = p’(cos 3¢ + isen 3¢)

Observe que cada resultado apresenta o médulo p elevado ao expoente de z e o argu-
mento ¢ multiplicado por esse expoente. Essas constatacdes podem ser generalizadas por
meio do teorema a seguir, demonstrado pelo matematico francés Abraham De Moivre
(1667-1754).

Teorema de De Moivre

Se z = p(cos @ + isen @) é a forma trigonométrica do nimero complexo nao
nulo z e n é um ndmero inteiro qualquer, entdo: z" = p"(cos ng + i sen ny)

EXERCICIOS RESOLVIDOS )

19.Sendoz = 2(cos %+ isen %) calcular 2.

Resolucao

Pela formula de De Moivre, temos:

5 _ 55 5z . 5n 5 T, T
z = 2(cos15+|sen 15) =>7 = 32(c053+|sen3)

= 32(%+@)=16+16x/§i

N\ 10
20.Calcule: (g - @)

Resolucao

Inicialmente, vamos representar na forma trigonométrica a base z dessa poténcia.
Para isso, determinamos seu madulo p e seu argumento ¢:

V2
|partereal:a = =
_V2 _2i 2
-2 2
parte imaginaria: b = _g
Assim:
2 2
e
7 COS(p:% coscng
={5+5=V1=1 =
P=yV272 b s
sen ¢ =5 sen ¢ =2

Reprodugdo proibida. Art. 184 do Cédigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.
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Logo, a forma trigonométrica de z é dada por:

Pela formula de De Moivre, temos:

7°=c0s270° +isen270° =0 —i = —i

\

z=1(cos 315° +isen 315°)

7°=1"(cos 10-315° +isen 10+ 315°) = cos 3.150° + isen 3.150°

Reduzindo 3.150° a primeira volta positiva, obtemos 270°. Assim, concluimos:

J

2n 2n

, 35. a. 256((:03? +i sen?> ou 256 cos 120°+ i sen 120°)
EXERCICIOS PROPOSTOS Faca os exercicios no caderno.

35.Dado o nimero complexo

_ T icon T .
z = 2(cos 15 +isen 12),determ|ne.

a. a forma trigonométrica de z°

b. o menor valor inteiro positivo nde modo que z” seja
um ndmero real; 35. b. 12

¢. o menor valor inteiro positivo nde modo que z"seja
um namero imaginario puro. 35. c. 6

36.Calcule:
a. (1+v3i)°

36.a. 128 + 12843
b. (V3 +i)"
36. b. 512 + 5123

37.Sendo z = V3 + 3i,determine o menor valor inteiro

positivo nde modo que z" seja um ndmero real. 37.3
38.Pesquise nainternet sobre a radiciacao no conjunto dos

ndmeros complexos. Escreva um breve texto sobre a

sua pesquisa, acompanhado de exemplos.
38. Resposta pessoal.

Para retomar os contelidos estudados, resolva o exercicio complementar 15.

Assista aos videos Um sonho complexo e O sonho continua, disponiveis em:
https://m3.ime.unicamp.br/recursos/1187 e https://m3.ime.unicamp.br/recursos/1141,

respectivamente. Acessos em: 4 ago. 2024.

Para abordar o Trabalho e juventudes, retome o uso pratico dos nimeros complexos em diferentes areas, como na Engenharia elétrica e na

Fisica. Incentive os estudantes a pesquisarem a respeito de fisicos brasileiros e a comporem um breve relatorio sobre a trajetéria de vida deles.

TRABALHO E JUVENTUDES

artificial.

menta que:

aguentar isso por cinco anos?” [...].

Os nimeros complexos sdo bastante aplicados em areas da Fisica
como eletromagnetismo ou Fisica Quantica. No Brasil, o dia 19 de maio
celebra o dia do Fisico, uma profissdo ainda de pouca popularidade,
mas que tem se impulsionado com a ciéncia de dados e a inteligéncia

A carreira que, até entdo, era mais restrita a academia com atuacdo
no ensino ou nas pesquisas, agora tem o mercado de trabalho ampliado.
No entanto, para S6nia Guimardes, a primeira mulher negra a ser
doutora em Fisica no Brasil, ainda existe uma dificuldade para pessoas
pretas ingressarem na Ciéncia, devido ao racismo estrutural. Ela co-

[...] “Nao ha estimulo para o ingresso na drea de exatas. Por isso, muitos
desistem quando levam bomba em calculo. Além disso, ainda ha professor
universitdrio que se certifica se o aluno negro estd na sala correta. Como

SETUBAL, Y. Conheca Sonia Guimaraes, a primeira mulher negra doutora em Fisica no
Brasil: ‘é tudo ainda muito branco e masculino’. O Globo, 12 mar. 2024. Disponivel em:
https://oglobo.globo.com/ela/noticia/2024/03/12/conheca-sonia-guimaraes-a-
primeira-mulher-negra-doutora-em-fisica-no-brasil-e-tudo-ainda-muito-
branco-e-masculino.ghtml. Acesso em: 16 out. 2024.

Vocé conhece outras pessoas brasileiras que atuam na Fisica? Sabe quais os cursos
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A fisica Sonia
Guimaraes, em
foto de 2024.

técnicos, tecndlogos ou de graduacdo nessa area que existem na regido que vocé
mora? Caso se interesse, faca uma pesquisa e compartilhe os resultados com os colegas.
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Analise da resolucao:

O estudante nédo percebeu
que certos valores
distintos de n determinam
numeros complexos
iguais; por exemplo, para
n=0oun =25, obtemos
0s numeros complexos
iguais a

z =cos0+isen0Oe
Z’=cos2n+isen2m.
Assim, a quantidade

de nimeros complexos
representados pela

expressao
21, 2_n)”
(cos 5 +tisen g

€ menor que 11.
Resolugéo correta:

Pelo teorema de

De Moivre, temos:

z" = cos 2%”+ sen 2%”
Os numeros complexos

da forma z" serdo
distintos se, e somente se:

0<2m oo o

=>0<n<5

Assim, temos nimeros

complexos distintos para:

n=0,n=1,n=2,

n=3en=4

Logo, a expressao .

(cos 25—“+ i sen 25—“) s

comnelNen<10

representa apenas

cinco numeros complexos

distintos.
Aproveite os Exercicios
complementares a fim de
compor uma avaliacdo no
decorrer do estudo deste
capitulo. Em duplas ou trios,
os estudantes podem resolver
esses exercicios conforme
indicado ao final de cada
secéao Exercicios propostos
e comparar as estratégias de
resolucdo. Depois, ao final do
capitulo, podem retomar e
resolver individualmente alguns
desses exercicios novamente
ou compartilhar a resolugéao
deles com os demais colegas.

Y EXERCICIOS COMPLEMENTARES

1. Para que valores reais de x o nimero complexo
(B3x=12)+ (¥ = 16)iéreal? 1. x=4oux = —4

ANALISE DA RESOLUCAO

Um estudante resolveu o exercicio conforme a reproducgao a seguir. Um erro foi
cometido. Apontem o erro e refacam a resolucdo no caderno, corrigindo-a.

Exercicio

Quantos ndmeros complexos distintos sdo representados pela expressao

(cos 25—“+isen %) ,comn € Nen < 107?
Resolucao

We'ﬁﬂm& &M=?=m-ﬂi‘:—‘l\:
*Boree M=0"

}or_m '”;'O ¥ LA JT;.O = 30=m0+£h.lm.0
. n=1:
ﬁlsmﬁwg'i +intn -——“21;'3' - f:m—‘?g—nm-—&: .
* Pora. m=a:
a_ awa ., &3 a 4T, 4N
3 = ST i S = S - v g
- oo n=3

i . 3 6w Al
ﬁazm:’%—‘\‘lméga ‘—_9%3‘(35'—5_'*;%_:5‘
*Thxa, n=4

2Ny - 21-4 4 gX 3W

}‘"::m + LAy z :‘?éz-‘m-g—-*.‘m-—a—'
tle .
“Faro. m=10: o

1 . %.10 .
?m-man;m + lwm——-£5i "95—=ﬁm-——°z§ﬁ+iwm

o T
beiﬁm,.o. W(mﬁ+imféf-),m\, n eMN o n<10,

5

Mﬁmﬁmﬁmp&mm.

+ L by

JOT

5

22T
S

Faca os exercicios no caderno.

5. (UFPA) Qual o valor de m, real, para que o produto
(2 + mi) - (3 + i) seja um imaginario puro?

a. 5 d. 8

2. Dados os nimeros complexos z= x> + (2 + 3y)i e b. 6 e. 10

w = x+ (x — y)i, determine os nimeros reais xe y de ' '

_ 3 c. 7 5. alternativa b
modo que z= W. 2.(X:Oey:—1)ou(x:1ey:—§> o
.13, .9
) _ , 6.Sendoz=(' +') ew=—1_emqueiéa

3. Dados os nimeros complexos z=3 - 2ie w=4 — 3, 2 241

determine o nimero complexo zw —3iz+ w’. 3.7 - 50i

unidade imaginaria, calcule o produto zw. 6.1 -2

5 5

4, Resolva as equacoes a seguir no universo C. 7.
a. 27—47Z=8+12i 4.a.S={-4+2i
z _ Z —
b. S5 = T4b.S=01

246

(Uepa) O nimero complexo (1 +)° + (1 —i)* éigual a:

a. 6i d.2-12i
b. 4 — 8i e. 12+ 16i
Cc. —4 —8i 7. alternativa e

ELISA NIEVAS/ARQUIVO DA EDITORA
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As respostas dos exercicios propostos 8, 9 e 11
estéo no final do livro.

Reprodugdo proibida. Art. 184 do Cédigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.

observou-se que as posi¢oes de um dos estilhagos po-
diam ser descritas, em funcao do tempo ¢, em segundo,
pelos nimeros complexos da forma: z= t + (1 — £),
em que t= 0 corresponde ao instante da explosao.

Represente no plano de Argand-Gauss adotado
como referéncia:

a. 0 nimero complexo que representa a posicao P
desse estilhago, 1 s ap6s a explosao.

b. O nimero complexo que representa a posicao Q
desse estilhago, 2 s ap6s a explosao.

c. Todos os nimeros complexos que descrevem a po-
sicao desse estilhaco para0 < t< 2.

. Represente no plano de Argand-Gauss o lugar geomé-

trico das imagens dos nimeros complexos zem cada

um dos casos a seguir.
a. |z-3i|=5 C|Z4+2zf=3-2z-2=1

b. |z+ 4 — 2i|=3

10.As trajetérias de duas particulas, A e B, sdo es-

tudadas no plano de Argand-Gauss. Enquanto a
particula A descreve a trajetoriarepresentada pelos
ndmeros complexos z com |z—5 — 5i| = 3, a parti-
cula B, partindo da origem O do sistema de eixos, &
lancada em linha reta a fim de atingir a particula A
quando ela estiver o mais préximo possivel de O.
A trajetoria da particula B é formada por imagens
dos nimeros complexos w = x + yi, com {x, y} CIR,
tais que:

a x+2y—1=0 d. x—2y=0
b. x=y e. x=—4y
C. X+ 2y:0 10. alternativa b

11.Represente na forma trigonométrica cada um dos

ndmeros complexos a seguir.

a z,=-2-2i €. z,=—-2V3 -2i
N It
2T 2 2

12.(Unicamp-SP) Um triangulo equilatero, inscrito em uma

circunferéncia de centro na origem, tem como um de
seus vértices o ponto do plano associado ao nimero
complexo V3 +1.

a. Que ndmeros complexos estao associados aos ou-
tros dois vértices do mesmo triangulo? Faca a figu-
ra desse triangulo.

b. Qual a medida do lado desse triangulo? 12.b.2V3
12. a. -3 + i e —2i ; figura indicada no final do livro.

15.Calcule:

8. Um filme mostra o deslocamento dos estilhacos de | 13.Sejam:
uma granada.a pattlr do mo'rrlen'to da explosao. Para . 7=20 (cos 5% L isen @)
um estudo cinematico e dinamico desses desloca- 3 3
mentos, associou-se ao.plan.o qqtelg d.e.prOJegao um . w=5 (cos T L isen E)
sistema de eixos, real e imaginario, divididos em uma 6 6
unidade conveniente. Em relagao a esse sistema, . u=cos%+ i sen%

Considerando esses nimeros complexos, dé a forma
algébrica dos seguintes nimeros:

z ) wu 1_ \/ 3i
a.  13.a.4i . > 13.c. 8

w 1 V3 i
b. y 13.b.-5 d. U 18.d.°5 -5

14.A figura a seguir mostra um hexagono regular cujo

centro é a origem O do sistema de eixos e a medida
do lado é 3 unidades (a unidade de comprimento do
lado do hexagono é a mesma adotada nos eixos coor-
denados).

20°
le) Re

14.a.z, = 3(cos 10° + i sen 109
Indicando por z, o ndmero complexo cujo afixo & o
ponto A, responda aos itens seguintes.

a. Determine a forma trigonométrica de z,

b. Determine a forma trigonométrica do ndmero
complexo w que multiplicado por z,resulta no na-

mero complexo z, cujo aﬁxo éo ponto B,
4.b. w =1(cos 60° + isen 60°)
c¢. Determine aforma trlgonometrlca do ndmero comple-

X0 kque multiplicado por z, resulta no namero com-
plexo cujo afixo é obtido pela rotacdo de 240° do

ponto A em torno da origem 0, no sentido anti-horario.
3 ] _14. c. k = 1(cos 240° + isen 240°)
d. Se Pé o afixo de um nimero complexo z,= p(cos p +

+ i sen B), obtenha um ndmero complexo zque multi-
plicado por z, tem como resultado o namero z, cujo
afixo é o ponto P; obtido por uma rotagao o do ponto
P, em torno da origem Odo sistema de eixos do plano
complexo. (« € a medida algébrica de um arco de cir-

cunferéncia ou de um angulo, em grau ou radiano).
14.d.z = 1(cos « + isen «)

15. a. -1

-

15. b. —4.096

b. (2v3 +i—i)°
247
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Aborde o tema da secdo Educacao midiatica incentivando os estudantes a pesquisarem o que sédo bolhas informacionais. Associado
a area de Ciéncias Humanas e Sociais Aplicadas e ao TCT Vida familiar e social, pode-se desenvolver um trabalho interdisciplinar que
possibilite o desenvolvimento das competéncias gerais 4,6, 7 € 9.

EDUCACAO MIDIATICA

As atividades podem ser Bolhas informacionais
propostas a fim de evidenciar N . . .. , . . p , oz
como a inteligéncia artificial Se vocé usa redes sociais, aplicativos de musica ou segue canais de video online, ja deve

eﬁ? acljgoritmos eStdf?lo sendo  ter notado que as plataformas digitais fazem muitas recomendagdes: uma nova musica, um
utilizados por grandes , ., . R .
empresas ou pessoas video sobre um tema que vocé ja pesquisou antes, ou fotos de pessoas que vocé tem interesse
para veicular informacoes em acompanhar. Em dias cansativos, é reconfortante ter esses contetidos agradaveis ao seu
nas redes sociais. Eles . . i . R
podem comentar sobre: os  alcance. As plataformas digitais conseguem criar um contetido personalizado para vocé por
riscos e beneficios desses meio de uma verdadeira “curadoria” de informacées. Esse fendmeno é conhecido como bolha
algoritmos; como eles
podem ser associados & informacional.
pos-verdade, as noticias
falsas (fake news) e ao . . . =
reducionismo & Bolha informacional/bolha de informagao

anticientificismo; e a Ambiente, especialmente online, em que as pessoas sdo expostas apenas a informacoes
capacidade de modelarem a
opiniao publica por meio de
apelos emocionais e crencas  construido pelos algoritmos a partir de nossos hébitos e pesquisas na internet.

pessoais em negligéncia a 3

fatos, a dados objetivos e BOLHA informacional/bolha de informacao. /n: GLOSSARIO. [S. I.]: Educamidia.

de%“gﬂismo de ideias, por Disponivel em: https://educamidia.org.br/glossario. Acesso em: 15 fev. 2024.

e opinides que confirmam aquilo em que j4 acreditavam. A bolha informacional é um viés

ERICSON GUILHERME LUCIANO/ARQUIVO DA EDITORA

Esquema representando o fendbmeno da
bolha informacional.

Reprodugdo proibida. Art. 184 do Cédigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.
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As plataformas digitais utilizam algoritmos para recomendar contetidos semelhantes aos

que voce costuma acessar ou interagir na internet. Um algoritmo é uma sequéncia de instrucoes

claras e bem definidas. Essas plataformas sdo programadas para entender suas preferéncias
através das curtidas, das buscas realizadas e do tempo que voce dedica a determinado con-
teido. Com essas informacdes, elas sugerem contetidos similares, mantendo sua atencédo por

mais tempo e, assim, gerando retorno financeiro para elas.

Sair da bolha nao é assim tao simples

[...] “A internet dos algoritmos vem mudando o modo como a sociedade consome in-
formacao e a sua percepcdo do mundo. Isso tem um papel positivo e pratico em tempos de
abundancia informativa na rede, mas seus efeitos também preocupam’, explica.

“Ao criar algoritmos que selecionam, refinam e personalizam buscas de acordo com seu
histérico de navegacao, no caso do Google, ou que escolhem o contetido que deve ser mos-
trado ou ndo na sua timeline, a exemplo do Facebook, essas plataformas orientam e mediam
o fluxo informativo na rede”.

Os algoritmos melhoram a experiéncia do usuario, mas é preciso manter em mente que
seu principal objetivo é econdmico, como coloca Fernanda. “Vale a méxima ‘Se vocé nao
esta pagando por um produto, entdo o produto é vocé’ O algoritmo do Facebook prioriza
o feed de noticias de familiares e amigos nas timelines. Marcas e veiculos de comunicacdo
precisam pagar mais para entregar contetido ao seu publico-alvo. E um modelo de negdcio,
e nao ha problemas nisso. Mas é essencial que esse jogo de forcas esteja muito claro para
o usudrio”. [...]

MELO, A. Sair da bolha ndo é assim tdo simples. Jornal do Campus, Séo Paulo, 13 set. 2017.

Disponivel em: https://www.jornaldocampus.usp.br/index.php/2017/09/
sair-da-bolha-nao-e-assim-tao-simples/. Acesso em: 15 fev. 2024.

O livro Como Sair das Bolhas, de Pollyana Ferreira, trata de como as pessoas
parecem, cada vez mais, se acomodarem em conviver, mesmo que virtualmente,
apenas com quem pensa igual a elas. Essa tendéncia, segundo a autora do livro,
facilita o compartilhamento de noticias falsas.

’ Faca as atividades no caderno. l

1. Uma pesquisa realizada em 2024 pelo Instituto Locomotiva ouviu 1.032 pessoas;
delas, 65% acreditam que as noticias falsas sao distribuidas por meio de robés e
inteligéncia artificial e quase 90% disseram ja ter acreditado em noticias falsas. Com
base no texto e na sua pesquisa, como o conceito de bolha informacional pode estar
associado a isso? 1. Resposta pessoal.

2. Pesquise mais sobre bolhas informacionais e converse com os colegas a respeito de
como os algoritmos que gerenciam as plataformas de comunicacao digital podem
influenciar a opinidao das pessoas. 2. Resposta pessoal.

3. Na opiniao de vocés, o que é preciso fazer para sair de uma bolha informacional? Qual
é aimportancia de conviver com pessoas que pensam de maneira diferente sobre um
assunto? 3. Resposta pessoal.

OBJETO DIGITAL

Podcast: Algoritmos
das redes sociais

Pergunte aos
estudantes se ja
tiveram a impressao
de que, apés comentar
determinado assunto
com um amigo nas
redes sociais, ou ter
feito alguma pesquisa
sobre um tema ou
produto, ao utilizar a
internet as propagandas
e os resultados de
conteudos ficaram
mais direcionados a tal
assunto ou produto.
Deixe-os compartilhar
as experiéncias

e incentive-os a
argumentar sobre o
porqué de isso ocorrer.
O tema abordado faz
parte da cultura juvenil
deles, aproveite a
conversa e apresente o
Podcast: Algoritmos
das redes sociais

e verifique se eles
compreendem que,
apesar de certas
vantagens do uso

de algoritmos, esses
programas também
podem acabar
identificando outros
tipos de dados. Nesse
sentido, explique, por
exemplo, a importancia
de ler os contratos

de prestadoras de
servigos digitais, como
plataformas de videos e
de redes sociais, a fim
de entender como elas
coletam nossos dados
pessoais.
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VERIFIQUE O QUE APRENDEU NO CAPITULO 9

Para aperfeicoar os estudos, vocé pode retomar os exercicios propostos no decorrer deste capitulo, rever suas
resolucdes ou utilizar os exercicios complementares para estudar com os colegas. Vocé também pode utilizar as
questdes propostas a seguir para verificar sua aprendizagem.

1. Resolva em € cada uma das equagoes.
a. X°—2x+26=01.a.5={1+5i, 15
b. x’+ix+2=0 1.b.S = {i, -2i}

C X —4x+5=0 1.c.S5={2+i,2—1
d. x>’-8=01.d.5={2, -1 + V3, -1 — iV3}

[Sugestdo para o item d: Fatore a diferenca de cubos x* — 2°, usando a identidade
a’—b*=(a-b)a*+ab+b’)]

2. No plano complexo a seguir estao representadas as imagens dos nimeros complexos z =2 +iez,=6+4ie
o segmento que indica a distancia dentre eles.

A distancia d entre os pontos (2, 1) e (6, 4) é dada por: Im
d=1(6-2)+(t-1) =v25 =5 4

Observe que essa distancia é exatamente o modulo da diferenca entre os com-
plexos z, e z,, isto é:

d=|z,—z|=16+4i—(2+1i)|=
=16-2)+(L-1i=y(6=2)"+ (4=1)°

Essa observacdo pode ser generalizada, isto é: a distancia d entre as imagens
de dois nimeros complexos quaisquer z, e z, &€ dada por d = |z, — z,| ou, de
maneira equivalente, d=1z, - z,|.

De acordo com essa ideia, calcule a distancia entre as imagens dos complexos z, e z,, em cada um dos casos:
a.z=2+3iez,=7+15i 2.a.13 b.z=4+iez,=2-i 2.b.2v2

T T 4 . ~ 36 12 P
24+|sen24era|zdaequa<;aoz z°+2i=0.

3. Resposta nas Orientacoes especificas deste capitulo.

3. Mostre que o nimero complexo cos

Ferramenta de estudo

O mapa conceitual é uma ferramenta que representa de forma grafica as relacdes entre conceitos, ou
entre palavras que usamos para representar conceitos.

A seguir, apresentamos uma sugestao de elaboracdo de um mapa conceitual.

1. Retome os tépicos deste capitulo e faca um levantamento de informacdes relevantes para a elaboracéo do
mapa. Por exemplo: conceitos, palavras-chave, situacdes-problema etc.

2. Escolha uma estrutura para o mapa e defina quais serdo os recursos visuais que serdo utilizados. Por
exemplo: caixas, linhas, setas, cores, imagens, entre outros.

3. Organize a sequéncia das informagdes compondo ramificagbes que relacionem os contelidos.
Agora, construa um mapa conceitual utilizando o que vocé aprendeu neste capitulo.

Se teve dificuldades em construir o mapa conceitual ou nédo resolveu algum exercicio, retome os conte(-
dos abordados no capitulo. Apds algumas tentativas, anote as ddvidas e converse com um colega que possa
ajuda-lo. Se mesmo assim a dudvida persistir, pergunte ao professor na aula seguinte. Gerencie bem seu
tempo de estudo em casa e estabeleca metas diérias alcancaveis, planejando seus estudos passo a passo.
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